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4.b) H € 8T donc les \; > 0 et par suite si on pose V; = /A;U;, on
n
trouve H =Y V{'Vi.

1=1
st He St (Vy, V5, ..., V},) est une base orthogonale .
4.c) on a sp(H) = {1,3} d'ou H € S*™.

1 0 1 1

Ey =vee(| 1], 0]) et E3 = vec(|:]). Soit U; = 71—5 ~1,
0 1 0 0
0 1
L“'Q = 0 et Uz = \—}5 1
1 0

Finalement V; = Uy, V3 = U, et V3 = /305.

I11

1.a) Dans la matrice C — X I,,, on remplace Ly par L1 + X Lo+ .... +
X" 'L, puis on dévelope suivant la premiére ligne.

1.b) 1l suffit de remarquer que V1 <i<n-—-1ona CE; = E;,; et en
suite une récurence simple donne le résultat.

n n n
l.c) Zaici'l == Qi Za.;C’i_lEl = 0 et par suite ZaiEi =0
=1 i=1 =1
ce qui donne V1 <7< nonaaq; =0:

1.d) Q@ = PS + R avec deg(R) < deg(P), soit R = a9 + a; X + ... +
an-1 X" ! comme Q(C) = 0 alors R(C) = 0 et par suite a9 = a; =
o =Gy = 0id’onl B = 0

l.e) on a C diagonalisable ssi C' est annule par un polynéme scindé
a racines simples d’ou C diagonalisable ssi P scindé a racines simples.

2. a0E,+a,!CE,+...+a,_!*CE,_; = 0 en multipliant par *E} pour
tout 1 < k£ < n on obtient a; = 0.

3.a) "==" récurence simple.

7<=" evident (p = 1).

3.b) évident.

3.c) On a p(C) = p(*C) < 1 donc C? et ‘CP tendent vers 0 et par
suite M = 0. Ce qui donne kerp = {0}.

4.a) Découle du fait que ¢ bijective.

4.b) récurence simple.

4.c) p(*C) = p(C) < 1 donc (*C)? et (CP) convergent vers 0.

5.0naG = Z ‘(CFYH(C*). Comme I'application: M ——' M est
i=0
continue (linéaire) donc ‘G = G.




L’application: M ——t X M X est continue (linéaire), donc *XGX =

i'(C"X)H(C"X) > 0.

=0

+o0
6.a) on a Q = Z ‘C*ELE,.C*

k=0
QU = 0=t = 0:>Z HC*UEEB (CM) = O

k=0
comme E!E, € ST on a Y(C*U)ELE,(C*U) = 0 pour tout k. d’ou
< E,,C*U >= 0 pour tout k.
6.b) E, ‘E,e St =Qe€S*.
il suffit de montrer que kerQ2 = 0.

up

Soit U =

Un

pour & =0, < .E, U >=0=5u; =0 dou CU =

et < B,,CU >=0 =>u,_; = 0. par iteration on a [ufn_zl 0
7.a) Consequenge de IT1.2..
7b) On a G = § O i 8 f(‘c")tQ(C)E;E,,Q(C)C".
Comme ‘Q(E‘) :OQ(‘C) et C coni;;;ute avec @(C) on aura:

G =" Q(C)(itCkEZEnC")Q(C) =" Q(C)2Q(C).

=0

8a) HeST <= H=>) VV.
=
Soit G; la solution de I’equation G —* CGC = V/'V;. D’apres ce qui
précede G; = Q;(C)QQ;(C) et donc

HeSt < H= z": tQi(C)QQi(C)”tC(Xn:tQi(C)QQi(C))C =G-CGC
i=1 i=1



7.b) H = Z ‘Q(0)Qi0)-*C <Z ‘Q:(C)Q:(C))C = G-*CGC.

Comme ¢ est m*ectwe on treuve le requtat
3.b) evident.
9) on a (E:;,t CE:},t C2E3) = (E3,E2, El)
Vi=0E; — ﬁ'CEg + iz—”CzE3 d'on Q1(X) = —%X 4 ﬁXQ
Vo = K donr‘ Qz =
Vi = 0 + 2'CE, + X2'C?E; done Q5 = LX + X2
d’autre part 1 ﬂ"fahte 13 ‘ CI,C = E}F3; montre que Q = I3
d’ot le résultat






